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ЭМПИРИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ 
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И ПЛОТНОСТЕЙ 
РАСПРЕДЕЛЕНИЙ СЛУЧАЙНЫХ 
ВЫБОРОК 

В статье обсуждаются результаты сравнительного анализа эмпирических функ-
ций распределения (ФР) и плотностей распределения (ПР) случайных выборок и их ап-
проксимаций Розенблатта-Парзена, зависящих от случайной выборки и параметра 
размытости ядерной функции h. 

Для оценки качества аппроксимаций Розенблатта-Парзена были использованы 
накопленные среднеквадратические погрешности разностей между эмпирическими 
ФР и ПР и соответствующими аппроксимациями Розенблатта-Парзена.

Продемонстрировано, что при следовании существующим рекомендациям ис-
пользовать для вычисления аппроксимации Розенблатта-Парзена значение параме-
тра размытости h*, равного абсциссе локального максимума информационного 
функционала, не удается обеспечить минимального возможного значения выбранно-
го критерия качества аппроксимации эмпирических ФР и ПР. 

Предложено использовать в качестве h* абсциссу минимума зависимости нако-
пленной среднеквадратической погрешности разностей между эмпирической ПР и со-
ответствующей аппроксимацией Розенблатта-Парзена от параметра размыто-
сти.

Ключевые слова: случайная выборка, функция распределения, плотность распре-
деления, эмпирическая функция распределения, эмпирическая плотность распределе-
ния, аппроксимация Розенблатта-Парзена, критерий типа Колмогорова-Смирнова.

DOI: 10.14529/secur210403

МЕТОДЫ АНАЛИЗА ДАННЫХ



МЕТОДЫ АНАЛИЗА ДАННЫХ 25

Введение
Задача аппроксимации функций распре-

делений (ФР) и плотностей распределений 
(ПР) случайных выборок теми или иными ана-
литическими моделями возникает в различ-
ных отраслях наук, например, в радиотехнике 
при анализе случайных сигналов [1,2], при 
проектировании телекоммуникационных си-
стем аудиообмена, систем подвижной связи и 
систем телекоммуникации [3,4], при оптими-
зации параметров процедуры обратимого 
сжатия цифровых данных [5], при создании 
математических моделей систем управления 
[6], при моделировании случайных процес-
сов [7], при анализе количественных характе-

ристики Интернет-трафика [8,9], при оценке 
прочностной надежности магистральных 
газо- и нефтепроводов [10].

Напомним, что в наиболее общем виде 
данная задача имеет следующую формули-
ровку. Имеется одномерная выборка незави-
симых упорядоченных в порядке возраста-
ния случайных величин {x1, x2, ..., xN }, извлечен-
ных из некоторого распределения, в общем 
случае, c неограниченной областью рассея-
ния с неизвестными непрерывными ФР F(x) и 
плотностью распределения ПР ( ) ( ),

x

f d F x
−∞

ξ ξ =∫ (x) такими 
что

                 
( ) ( ),

x

f d F x
−∞

ξ ξ =∫
где                    ( ) [ ]Pr ,F x x= ξ ≤
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здесь [ ]Pr xξ ≤  − вероятность того, что слу-
чайная величина xξ ≤ . Требуется на основе 
выборки {x1, x2, ..., xN } оценить вид ФР F(x) и ПР 
( ) ( ),

x

f d F x
−∞

ξ ξ =∫ (x)
Методы решения рассматриваемой зада-

чи являются объектом исследования параме-
трической и непараметрической статистики. 
Напомним, что в параметрической статисти-
ке на основе априорной информации о свой-
ствах случайного процесса, из которого из-
влечена данная выборка, выбирается один из 
известных законов распределения (число 
которых на сегодняшний день превышает 
100) F ( )theory , , ,F x a b (x, a, b, ...), a, b, ... − параметры распре-
деления. Далее по анализируемой случайной 
выборке {x1, x2, ..., xN } находят оценки параме-
тров a, b, ... выбранного закона распределе-
ния F ( )theory , , ,F x a b (x, a, b, ...), например, с помощью ме-
тода максимального правдоподобия. Далее 
проверяют статистическую гипотезу о соот-
ветствии найденной ФР F ( )theory , , ,F x a b (x, a, b, ...) случай-
ной выборки {x1, x2, ..., xN } априори выбранно-
му теоретическому закону распределения  
F ( )theory , , ,F x a b (x, a, b, ...), используя один из многочис-
ленных известных статистических критериев 
(см. [11, Глава 3]), например, критерий типа 
Колмогорова−Смирнова. 

В непараметрической статистике вычис-
ляют те или иные аппроксимации эмпириче-
ской ФР распределения вероятностей FN   (x):

              ( ) ( )emp

1

1 ,
N

N i
i

F x x x
N =

= Θ −∑
где ( )sΘ  − функция Хэвисайда,

                         ( )
1, 0,
0, 0,

s
s

s
≥

Θ =  <
случайной выборки {x1, x2, ..., xN }, такой, что
      ( ) ( )emp theoryr lim sup 0 1,NN

F x F x
→∞

 Ρ − = = 
которая, в этой связи при N →∞  является оп-
тимальной эмпирической оценкой теорети-
ческой функции распределения F ( )theory , , ,F x a b (x).  
Существование данной функции гарантиру-
ется центральной теоремой математической 
статистики (теорема Гливенко) [12]. Также в 
прикладной статистике рассматривают эмпи-
рическую ПР случайной выборки {x1, x2, ..., xN }

               
( )emp ,k

N
nf k x

N x
∆ =

∆
где nk − число членов случайной выборки, по-
павших в k-ый интервал ( )1 11 ,x k x x k x+ − ∆ + ∆  

( )1 11 ,x k x x k x+ − ∆ + ∆   , 1, ,gk N=  Ng − число интерва-
лов гистограммы, ( )1 ,N gx x x N∆ = −  пред-
ставляющую собой кусочно-постоянную  

аппроксимацию непрерывной функции  
F ( )theory , , ,F x a b (x).

Для аппроксимации функции распреде-
ления вероятностей FN   (x) на сегодняшний 
день разработано достаточно большое число 
различных методов, основанных на исполь-
зовании некоторых линейных комбинаций 
(ядерных) функций, выбор которых не требу-
ет априорной информации о функции F ( )theory , , ,F x a b (x) 
(метод Розенблатта-Парзена [13,14]); ортого-
нальных многочленов [15], в том числе, поли-
номов Чебышева-Эрмита [16]; многочленов 
Берштейна (см. [17] и приведенные там ссыл-
ки). При этом использование любого из мето-
дов сопряженно с решением проблем, свя-
занных с выбором критериев для оценки ка-
чества аппроксимации функции распределе-
ния FN   (x) и выбора таких параметров ис-
пользуемого метода, что обеспечивается оп-
тимальное качество аппроксимации. Тако-
вым параметром в методе Розенблатта-Пар-
зена, одном из наиболее активно используе-
мых сегодня непараметрических методов ап-
проксимации ФР и ПР случайных выборок, 
является, так называемый, параметр размы-
тости h. 

В статье проведен критический анализ 
известного подхода к оценке оптимального 
значения данного параметра.

Метод Розенблатта-Парзена
Напомним, следуя [13,14], что в соответ-

ствие с методом Розенблатта-Парзена ап-
проксимация ФР случайной выборки {x1, x2, ..., 
xN } { }( )approx

1 2, , , , ,N NF x x x x h  вычисляется 
локально в любой точке x как сумма 

  { }( )approx
1 2

1

1, , , , , ,
N

i
N N

i

x xF x x x x h K
N h=

− =  
 

∑  (1)
где 

K(t) – так называемая ядерная функция, 
удовлетворяющая следующим условиям:

а) K(t) − монотонная неубывающая функ-
ция, область значений которой принадлежит 
интервалу [0,1];

б) K(t) = 1-K(t) −ядерная функция, симме-
тричная относительно 0;

h – размытости параметр (называемый 
также полосой пропускания ядра), что 0h →  
при .N →∞

Соответственно, аппроксимация ПР 
{ }( )approx

1 2, , , , Nf x x x x  вычисляется по фор-
муле

 { }( )approx
1 2

1

1, , , , , ,
N

i
N

i

y xf x x x x h k
N h h=

− =  
 

∑  (2)

где                       ( ) ( ).dk x K x
dx

=                           (3)

( )theory , , ,F x a b ( )theory , , ,F x a b 

( )theory , , ,F x a b ( )theory , , ,F x a b 

( )emp
NF x

( )emp
NF x

( )emp
NF x
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Таблица 1
Ядерные функции, используемые в методе Розенблатта-Парзена

№ Ядро Функция

1 Нормальное

2

21( )
2

t

k t e
−

=
π

2 Лапласа
1( )
2

tk t e−=

3 Фишера

sin
1 2( ) ,

2 2
2

t
tk t t

  
    = ≤ π

π  
 
 

4 Коши 2

1 1( )
1

k t
t

 =  π + 

5 Логистическое ( )2( )
1

t

t

ek t
e

−

−
=

+

6 Епанечникова

2

3 1
5

( ) , 5
4 5

t

k t t

 
⋅ − 
 = ≤

7 Равномерное
1( ) , 1
2

k t t= ≤

8 Треугольное ( ) 1 , 1k t t t= − ≤

9 Квадратичное
( )23 1

( ) , 1
4

t
k t t

⋅ −
= ≤

Функции k(x), связанные с функцией K(x) 
соотношением (3), называемые ядреными 
функциями представлены в таблице 1. 

При практическом использовании мето-
да Розенблатта-Парзена приходится решать 
задачи:

1) выбора оптимальной ядерной функции 
k(x);

2) нахождение для выбранной ядерной 
функции оценки оптимального значения пара-
метра размытости h*, обеспечивающего на вы-
бранному критерию минимальное отклонение 
между аппроксимациями Розенблатта-Парзену 
и соответствующими эмпирическими ФР и ПР. 

Отметим, что универсальных методов вы-
бора ядерных функций и нахождения соот-
ветствующего оптимального значения раз-
мытости h*, определяющего вид ФР (1) и ПР 
(2) (см., например, [10] и рисунки 2,3, обсуж-
даемые далее), несмотря на непрерывно про-
должающийся поиск данных методов (см. на-
пример, [18−24]), в настоящее время не соз-
дано. Основная проблема здесь связана с 
тем, что в теоретические формулы, предло-
женные для расчета оптимального значения 
параметра размытости h*, входит неизвест-
ная теоретическая ПР ( )theoryf x  анализируе-
мой выборки {x1, x2, ..., xN }. В качестве примера 
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приведем формулу, полученную как резуль-
тат минимизации среднего накопленного 
квадрат ошибки (англ. − Mean Integrated 
Squared Error, MISE)): 

 
( ) ( )( )2approx theoryarg min ,Nh

h f h f d∗  = ξ − ξ ξ  ∫ ,
называемую в этой связи асимптотической 
MISE оценкой оптимального значения пара-
метра размытости:

          

( )

( ) ( )

1 5

1 5
2 5 theory 1 5

2

,
R k

h
m k R f N

∗ =
 ′′
 
 

         (4)

где                     ( ) ( )2 ,R k k d= ξ ξ∫
                 ( ) ( )2

2 .m k k d= ξ ξ ξ∫
Из (4) видно, что асимптотическая MISE-

оценка оптимального значения параметра 
размытости h* зависит от неизвестной плот-
ности распределения ( )theoryf x . Отметим, 
что получить законченное аналитическое вы-
ражение для вычисления h*:

            1 5
1 5ˆ4 ˆ1.06 ,

3
h N

N
∗ −σ = = σ 

 
где σ̂  − среднеквадратическое отклоне-

ние анализируемой выборки {x1, x2, ..., xN }, в 
даже в предположении о виде теоретической 
ПР ( )theoryf x  удается в единственном случае, 
когда удается функции ( )theoryf x  k(x) гауссо-
вы. В остальных случаях найти аналогичные 
аналитические выражения, минимизируя 
средний накопленный квадрат ошибки раз-
ности теоретической ПР ( )empf x  и ее ап-
проксимации Розенблатта-Парзена ( )approx

Nf x

   ( ) ( )( )2approx emparg min N Nh f f d∗  = ξ − ξ ξ  ∫ , (5)
оказывается невозможным. 

В этой связи на практике применяется 
следующий метод оценки эффективного зна-
чения параметра размытости h* аппроксима-
ции Розенблатта-Парзена ФР и ПР случайной 
выборки {x1, x2, ..., xN } [25,10]. Для каждой из 
ядерных функций km(t), 1,9m = , представлен-
ных в таблице 1, находятся значения h*

m, обе-
спечивающие максимальные значения ин-
формационных функционалов

( )( ) ( )( ) ( )ln , ,m m m m m m mJ k h k h k h d= ξ ξ ξ∫ .

Далее сравнивают максимальные значе-
ния информационных функционалов ( )( ) ( )( )max

m
m m m mh

J h J k h∗=
( )( ) ( )( )max

m
m m m mh

J h J k h∗= , и выбирают для вычис-
ления аппроксимации Розенблатта-Парзена 
ту m0-ую ядерную функцию, у которой значе-
ние информационного функционала 

( )( )0 0 0m m mJ k h∗  оказывается наибольшим. Для 

дискретных данных информационный функ-
ционал принимает вид:
   ( )( ) ( )

1

1

1 1ln ,
1

N N
i j

m m m
i j im m

x x
J k h k

N N h h

−

= ≠

 − 
=   − ⋅   

∑ ∑   (6)

соответственно, задачи нахождения абсцис-
сы его максимального значения и выбора оп-
тимальной ядерной функции записываются в 
виде:

 

( )( )

( )

*

1

1

arg max

1 1arg max ln ,
1

m
m m mh

N N
i j

m
i j im m

h J k h

x x
k

N N h h

−

= ≠

 = = 

  −  
   − ⋅     
∑ ∑ (7)

       { }
( )

( )( )( )0 0 ,
, , arg max .

m m
m m m m m

h k x
h k J k h

∗

∗ ∗=        (8)

Из (7) видно, что нахождение оптималь-
ного значения параметра размытости h*

m для 
каждой из ядерных базисных функций km(t) 
сводится к решению сложного нелинейного 
уравнения

( )( )
( )

1

1

1ln 0,
1

N N
m m i j

m
i j im m m m

J k h x x
k

h h N h h

−

= ≠

∂  − ∂
= =  ∂ ∂ − ⋅   

∑ ∑ (9)

найти которое оказывается возможным толь-
ко численно с помощью какого-либо извест-
ного итерационного метода. Так как сходи-
мость итерационных методов решения нели-
нейных уравнений к искомому решению за-
висит от выбора начального приближения, 
который, априори, не очевиден, на практике 
ищут не решение (9), но вычисляют на вы-
бранном интервале min max,m mh h 

  значения 
информационного функционала (6) и далее 
находят значение аргумента h*

m, соответству-
ющее максимальному значению информаци-
онного функционала ( )( )m mJ k h  [10]. Одна-
ко, при использовании обсуждаемого подхо-
да возникает целый ряд проблем, в том чис-
ле:

1) выбора интервала min max,m mh h 
  , со-

стоящая в том, что в условиях отсутствиях 
правил обоснованного выбора границ интер-
вала поиска максимального значения инфор-
мационного функционала (6), искомый ло-
кальный минимум может отсутствовать на 
выбранном интервале;

2) наличия у вычисленной зависимости 
( )( )m mJ k h  разрывов первого и второго 

(пример подобной зависимости представлен 
на рисунке 1).

Из рисунка 1 видно, видно, что что при 
4 110 ,10h − − ∈  функция в точках отрезка 

3 3 1.1643 10 ;1.1645 10− − ⋅ ⋅  имеет разрывы 
первого рода, в точках отрезка 

3 3 2.6196 10 ;2.6230 10− − ⋅ ⋅  − разрывы второго 
рода. Для значений параметра размытости h, 
не принадлежащих данным отрезкам, функ-
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ция ( )( ) ( )1 1 1ln lnJ k h f h  =      оказывается 
непрерывной. Обсуждаемая особенность 
функции ( )( )1 1 ,J k h  которая у ядерных функ-
ций с ограниченной область определения 
( )3,6,7 9m = −  отсутствует, обусловлена ко-
нечной точностью машинной арифметики в 
(см., [7, Глава 3]). Также в [7]: 

− обоснован выбор интервалов поиска 
оптимальных значений параметров размыто-
сти h*

m и предложен алгоритм его поиска для 
ядерных функций с неограниченной обла-
стью определения (1, 2, 4, 5); 

− получены аналитические выражения 
для вычисления соответствующих оптималь-
ных значений параметров размытостей для 
ядерных функций с ограниченной областью 
определения (m = 3, 6, 7, - 9): 

( )
3

max
,

2
i jx x

h∗
−

=
π

 
( )

6

max
,

5
i jx x

h∗
−

=

                   ( )7,8,9 max ;i jh x x∗ ≥ −
− предложена модифицированная фор-

мула для вычисления значений информаци-
онного функционала J(k(hm)) целочисленных 
случайных последовательностей:

( )( ) ( )
1

1

1 1ln .
1

i j

N Ns
i j

m m
i x xm m

x x
J k h k

N N h h

−

= ≠

 − 
=   − ⋅   

∑ ∑
Отметим, что рассмотренный выше алго-

ритм реализации метода Розенблатта-Парзе-
на имеет очевидный недостаток, связанный с 
тем, что здесь, де-факто, отсутствуют количе-
ственные критерии позволяющие количе-
ственно оценить качество аппроксимации 

эмпирической ФР и ПР. Отмеченную пробле-
му иллюстрирует рисунок 2, на котором пред-
ставлены аппроксиммации Розенблатта-Пар-
зена с нормальной ядерной функцией слу-
чайной выборки {x1, x2, ..., x50 }, сгенерирован-
ной в соответствие с логнормальным зако-
ном распределения

         
( ) ( )( )2 2ln 21, , ,

2
x

LNf x e
x

− −µ σµ σ =
σ π

у которого 0.3,µ =  0.03σ = .
Из рисунка 1 видно, что форма аппрокси-

маций ПР и ФР случайной выборки анализи-
руемой случайной выборки {x1, x2, ..., x50 } опре-
деляется значением параметра размытости: 

− график функция { }( )approx
50 1 2 50, , , , ,0.0029F x x x x 

{ }( )approx
50 1 2 50, , , , ,0.0029F x x x x  при выбранном 

масштабе координатных осей визуально не-
отличима от соответствующего графика эм-
пирической ФР, одновременно, функция 

{ }( )approx
50 1 2 50, , , , ,0.0029f x x x x , имеющая 17 

локальных максимумов, оказывается суще-
ственно отличной от гистограммы анализи-
руемой случайной выборки {x1, x2, ..., x50 },

− по мере увеличения h функция 
{ }( )approx

50 1 2 50, , , , ,F x x x x h  стремится к ФР 
случайной величины с равномерным зако-
ном распределения на интервале [x1, x50] при 
этом, одновременно, уменьшается число ло-
кальных максимумов функции { }( )approx

50 1 2 50, , , , ,f x x x x h 
{ }( )approx

50 1 2 50, , , , ,f x x x x h , которое оказывается 
равным 1 при h=0.0349 и 0 при h=0.4028.

Следовательно, при выборе оптимально-
го значения параметра размытости h* необ-
ходимо обеспечивать компромисс между 

Рис. 1. График зависимости ( )( ) ( )1 1 1ln lnJ k h f h  =     , вычисленной  для случайной последовательности 
, 1,100,ix i =  сгенерированной в соответствие с нормальным законом распределения N(1,4), в пакете MATLAB
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требованием «похожести» функции { }( )approx
50 1 2 50, , , , ,F x x x x h

{ }( )approx
50 1 2 50, , , , ,F x x x x h  и эмпирической ФР, а 

также «похожести» функции { }( )approx
50 1 2 50, , , , ,f x x x x h

{ }( )approx
50 1 2 50, , , , ,f x x x x h  и эмпирической ФР, в то 

время как устоявшаяся точка зрения реко-
мендует находить h* как решение задачи (7), 
в постановке которой отсутствуют и эмпири-
ческая ПР и эмпирическая ФР.

В этой связи авторы провели самостоя-
тельные исследования и получили количе-
ственные качества аппроксимаций Розен-
блатта-Празена ПР и ФР случайных выборок, 
обсуждаемые далее.

Методика анализа качества  
аппроксимаций Розенблатта-Парзена  
ПР и ФР случайных выборок

В качестве критериев качества аппрокси-
мации Розенблатта-Парзена были выбраны 
следующие критерии, традиционно исполь-
зуемые в задачах аппроксимации функций, 
заданных таблично, и функций распределе-
ний независимых случайных выборок с зако-
нами распределения F1(x) и F2(x):

− накопленная среднеквадратическая 
ошибка разности между функциями F1(x) и 
F2(x), вычисляемая по формуле

 ( ) ( )( )
1

1 2
2

1 1 2
1

1 ,
Nx

N x

M F F d
x x

 
= ξ − ξ ξ 

−  
∫

которая для дискретных выборок записыва-
ется в виде:

   ( ) ( )( )
1 2

2
1 1 2

1

1 ;
N

i i
i

M F x F x
N =

 
= −  

∑        (10)
− критерий типа Колмогорова-Смирнова:
            ( ) ( )( )2 1 2max i iM F x F x= − ,           (11)

где 1, , 1, ,hi N j N= =  используемый для про-
верки статистических гипотез вида:

                   
( ) ( )
( ) ( )

0 1 2

1 1 2

: ,

: .

H F x F x

H F x F x

=

≠
Исследование особенностей качества ап-

проксимаций ПР и ФП случайных выборок 
было проведено в соответствие с методикой, 
реализующейся выполнением следующей 
последовательности действий.

1. Выбор закона распределения случай-
ной выборки ( )theory , ,F x α  α − вектор пара-
метров.

2. Выбор объема случайной выборки N.
3. Генерация случайной выборки 

{ }1 2, , , Nx x x    в соответствие в выбранным 
законом распределения ( )theory ,F x α .

1.2 1.25 1.3 1.35 1.4 1.45 1.5 1.55
0

0.5

1

1.2 1.25 1.3 1.35 1.4 1.45 1.5 1.55
0
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1,2
3

4

4
3

2

1

Рис. 2. Случайная выборка {x1, x2, ..., x50}, сгенерированная в соответствие с логнормальным законом распределения 
( ),0.3,0.03 :LNf x  сверху 1 − эмпирическая ПР, 2 − график функции { }( )approx

50 1 2 50, , , , ,0.0029 ,F x x x x   
3 − график функции { }( )approx

50 1 2 50, , , , ,0.0349 ,F x x x x  3 − график функции { }( )approx
50 1 2 50, , , , ,0.0349 ,F x x x x   

4 − график функции { }( )approx
50 1 2 50, , , , ,0.4028 ;F x x x x  1 − гистограмма случайной выборки {x1, x2, ..., x50 };  

2 − график функции { }( )approx
50 1 2 50, , , , ,0.0029 ,f x x x x  3 − график функции { }( )approx

50 1 2 50, , , , ,0.0349 ,f x x x x   
4 − график функции { }( )approx

50 1 2 50, , , , ,0.4028f x x x x
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4. Вычисление в соответствие с методом 
максимального правдоподобия α  − оценок 
параметров закона распределения 

( )estimation ,F x α  случайной выборки 
{ }1 2, , , Nx x x   .

5. Упорядочивание случайной выборки 
{ }1 2, , , Nx x x    в порядке возрастания значе-
ний ,ix  1,i N=  (далее − случайная выборка 
{ }1 2, , , Nx x x   ).

6. Выбор диапазона изменения значений 
параметра размытости h, [ ]min max, .h h h∈

7. Выбор Nh.− числа узлов сетки по пара-
метру размытости h.

8. Вычисление координат узлов сетки по 
параметру размытости h:

( )max min
min 1 ,

1j
h

h hh h j
N
−

= + −
−  1, .hj N=

9. Выбор Nx − числа узлов сетки по пере-
менной х, используемой для вычисления зна-
чений аппроксимаций Розенблатта-Парзена 
ПР случайной выборки {x1, x2, ..., xN }.

10. Вычисление координат узлов сетки по 
переменной х:

( )1
1 1 ,

1
N

k
x

x xy x k
N
−

= + −
−

 1, .xk N=     (12)

11. Выбор ядерной функции ядерной 
функции k(t).

12. Вычисление аппроксимаций Розен-
блатта-Парзена c использованием выбран-
ной ядерной функции ПР случайной выборки 
{x1, x2, ..., xN } в каждом узле сетки по параметру 

h ( )approx ,k jf y h , 1, ,hj N=  ky  − координа-
ты узлов сетки (12).

13. Вычисление численным интегрирова-
нием аппроксимаций Розенблатта-Парзена 
ФР случайной выборки { }1 2, , , Nx x x

 в 
каждом узле сетки по параметру h 

( )approx ,k jF y h , 1, hj N= :

( ) ( )
1

approx appox, , .
ky

k j j
x

F y h f h d= ξ ξ∫
14. Нормировка аппроксимаций Розен-

блатта-Парзена ФР случайной выборки {x1, x2, 
..., xN } ( )approx , ,k jF y h  вычисленных в каж-
дом узле сетки по параметру h, 1, ,xk N=

1, :hj N=

( ) ( ) ( )norm approx approx approx, , , .k j k j N jF y h F y h F x h=
15. Вычисление на основе использования 

зависимости ( )norm approx , ,k jF y h  1, ,xk N=  
1, hj N=  с помощью линейной интерполяции 

значений аппроксимации Розенблатта-Пар-
зена ФР случайной выборки {x1, x2, ..., xN } в точ-
ках x1, x2, ..., xN − ( )norm approx , ,i jF x h  1, ,i N=  

1, hj N= .
16. Вычисление эмпирической ФР слу-

чайной выборки {x1, x2, ..., xN } ( )emp ,i jF x h , 

1, , 1, .hi N j N= =
17. Вычисление зависимости M1(hi) в соот-

ветствие с (10) для следующих пар зависимо-
стей F1(xi), F2 (xi), представленных в таблице 2. 

Таблица 2
Пары ФР и ПР, использованных для вычисления зависимостей критерия оценки  
качества аппроксимации Розенблатта-Парзена 1M  от параметра размытости h

( )1F x ( )theory ,iF x α ( )estimation ,iF x α ( )theory ,if x α ( )estimation ,if x α

( )2F x ( )norm approx ,i jF x h ( )norm approx ,i jF x h ( )norm approx ,i jf x h ( )norm approx ,i jf x h

18. Вычисление зависимостей ( )2 jM h  в 
соответствие с (11) на основе результатов 
проверки статистических гипотез для каждо-
го из узлов выбранной сетки по параметру 
размытости h:

( ) ( )0 1 2: ,H F x F x=  ( ) ( )1 1 2: ,H F x F x≠

если верна H0 H(hj) = 0 иначе H(hj) = 1 для сле-
дующих пар зависимостей F1(xi), F2 (xi), пред-
ставленных в таблице 3.

Таблица 3
Пары зависимостей, использованных для вычисления зависимостей критерия оценки 

качества аппроксимации Розенблатта-Парзена 1M  от параметра размытости h

( )1F x ( )theory ,iF x α ( )estimation ,iF x α

( )2F x ( )norm approx ,i jF x h ( )norm approx ,i jF x h
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19. Вычисление для выбранной ядерной 
функции в соответствие (6) зависимости ин-
формационного функционала J(h) от параме-
тра размытости h.

20. Вычисление для выбранного ядра оп-
тимального в смысле (7) значения параметра 
размытости h*.

21. Анализ зависимостей M1(hj), M2(hj) 
( )approx , ,k jf x h  ( )norm approx , ,k jF x h  H(hj),

1, ,i N=
 

1, hj N= .
Анализ качества аппроксимаций Ро-

зенблатта-Парзена ПР и ФР случайных вы-
борок, вычисляемых на основе анализа 
зависимости 

J = J(h)
Рассмотрим типичные зависимости M1(hj), 

M2(hj) для случайной выборки {x1, x2, ..., x50}, 
сгенерированной в соответствие с нормаль-
ным законом распределения N(1,3), вычис-
ленные для аппроксимаций Розенблатта-
Парзена эмпирических ПР и ФР с нормальной 
ядерной функцией (см. рисунок 3).

Зависимости 
( ),J J h=

( ) ( )( )1 theory approx
1 1 , , , , ,i i i iM M F x F x h h= α  

( ) ( )( )2 estimation approx
1 1 , , , , ,i i i iM M F x F x h h= α

( ) ( )( )3 theory approx
1 1 , , , , ,i i i iM M f x f x h h= α

( ) ( )( )4 estimation approx
1 1 , , , , ,i i i iM M f x f x h h= α

представлены на рисунке 4.
Из рисунка 4 видно, что на рассматривае-

мом интервале зависимость J=J(h) имеет ло-
кальный максимум в точке h*=2.34; зависимо-
сти ( )1

1 ,iM h  ( )2
1 iM h  достигают локального 

минимума в точках 1
min 3.01,h =  2

min 3.65,h =  со-
ответственно; зависимости ( )3

1 ,iM h  ( )4
1 iM h  

− в точках 3
min 3.09,h =  4

min 2.67.h =  Значения за-
висимостей ( ),J J h=  ( )1

1 ,iM h  ( )2
1 ,iM h  ( )3

1 ,iM h  
( )4

1 iM h  для указанных выше значений аргу-
мента ,h∗  1

min ,h  2
min ,h  3

min ,h  4
minh  представлены в та-

блице 3.
Из таблицы 3 видно, что 
( ) ( )1 1 1*

1 1 min ,M h M h>  ( ) ( )2 2 2*
1 1 min ,M h M h>  
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Рис. 3. Случайная выборка {x1, x2, ..., x50}, сгенерированная в соответствие с нормальным законом распределения 
N(1,4), и ее статистические характеристики (на рисунке внизу слева: 1 − ( )empF x , 2 − ( )theory ,F x α ,  

2 − ( )estimation ,F x α ; на рисунке внизу справа: 1− гистограмма  случайной выборки {x1, x2, ..., x50},  
2 − ( )theory ,f x α , 3 − ( )estimation ,f x α
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( ) ( )3 3 3*
1 1 min ,M h M h>  ( ) ( )4 4 4*

1 1 min .M h M h>  
При этом минимальное значение вероятно-
сти принятия гипотезы H0 для значений пара-
метра размытости 1

min ,h  2
min ,h  3

min ,h  4
minh , пред-

ставленных в таблице 3, оказалось равным 
0.91. 

Аналогично результаты были получены и 
случайных выборок, генерируемых в соответ-
ствие с другими известными законами распре-
деления, что иллюстрируют, например, резуль-
таты аппроксимации случайной выборки объ-
емом N = 50, сгенерированной в соответствие 
с логнормальным законом распределения
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( ) ( )( )2 2ln 21, , ,

2
x

LNf x e
x

− −µ σµ σ =
σ π

в котором 0.3,µ =  0.03σ = , представленные 
на рисунках 5, 6 и таблице 4.
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Рис. 4. Случайная выборка, сгенерированная в соответствие с нормальным законом N(1,4). Графики зависимостей:  
J = J(h) (сверху); ( )1

1 ,iM h  ( )2
1 iM h  (внизу слева); ( )3

1 ,iM h  ( )4
1 iM h  (внизу справа)

Таблица 3
Значения зависимостей ( )1

1 ,iM h  ( )2
1 ,iM h  ( )3

1 ,iM h  ( )4
1 iM h  в выбранных точках  

(случайная выборка, сгенерированная в соответствие с нормальным законом N (1,4) 
распределения 

hi ( )1
1 iM h ( )2

1 iM h ( )3
1 iM h ( )4

1 iM h
2.34 0.0129 0.0137 0.0042 0.0052
3.01 0.0040 − − −
3.65 − 0.0125 − −
3.09 − − 0.0024 −
2.67 − − − 0.0050
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Рис. 5. Случайная выборка {x1, x2, ..., x50}, сгенерированная в соответствие с логнормальным законом  
распределения ( ),0.3,0.03 ,LNf x  и ее статистические характеристики (на рисунке внизу слева: 1 − ( )empF x ,  

2 − ( )theory ,F x α , 2 − ( )estimation ,F x α ; на рисунке внизу справа: 1− гистограмма  случайной выборки  
{x1, x2, ..., x50}, 2 − ( )theory ,f x α , 3 − ( )estimation ,f x α



34 ВЕСТНИК УрФО. БЕЗОПАСНОСТЬ В ИНФОРМАЦИОННОЙ СФЕРЕ № 3(41) / 2021

Из рисунка 6 видно, что значения параме-
тров размытости h*, 1

min ,h  2
min ,h  3

min ,h  4
minh  та-

ковы, что они попадают в диапазон значений 
параметра размытости [0, 0.1589], в котором 
принимается гипотеза H0. 

Из таблицы 4 видно, что, как и в предыду-
щем случае, ( ) ( )1 1 1*

1 1 min ,M h M h>  
( ) ( )2 2 2*

1 1 min ,M h M h>  ( ) ( )3 3 3*
1 1 min ,M h M h>  

( ) ( )4 4 4*
1 1 min .M h M h>  При этом минималь-

ное значение вероятности принятия гипоте-
зы H0 для значений параметра размытости 

1
min ,h  2

min ,h  3
min ,h  4

minh , представленных в та-
блице 3, оказалось более 0.78. 

Таким образом, обсуждаемые выше ре-
зультаты исследований опровергают устояв-
шуюся точку зрения о том, что максимально 
возможная точность аппроксимации Розен-
блатта-Парзена ПР и ФР случайной выборки 
{x1, x2, ..., xN}, оцениваемая накопленным сред-

неквадратическим отклонением разностей 

( ) ( )theory norm approx, , ,i i jF x F x h−α  

( ) ( )estimation norm approx, , ,i i jF x F x h−α
 

( ) ( )theory norm approx, , ,i i jf x f x h−α
 

( ) ( )estimation norm approx, , ,i i jf x f x h−α  достига-
ется при использовании оптимального зна-
чения параметра размытости h*, являющего-
ся решением задачи (7).

В этой связи возникает необходимость 
использования альтернативных методов оце-
нивания оптимального значения параметра 
размытости h*, основанных на сравнении до-
ступных исследователю эмпирических ФР и 
ПР с их аппроксимациями Розенблатта-Пар-
зена, например, на основе анализа накоплен-
ной среднеквадратической ошибки
 ( ) ( ) ( )( )5 approx emp

1 1 , , ,j N jM h M f x h f x=

Таблица 4
Значения зависимостей ( )1

1 ,iM h  ( )2
1 ,iM h  ( )3

1 ,iM h  ( )4
1 iM h  в выбранных точках 

(случайная выборка {x1, x2, ..., x50}, сгенерированная в соответствие с логнормальным 
законом распределения ( ),0.3,0.03LNf x )

hi ( )1
1 iM h ( )2

1 iM h ( )3
1 iM h ( )4

1 iM h

0.0361 0.0299 0.0154 0.7102 0.4194

3.01 0.0293 − − −

3.65 − 0.0095 − −

3.09 − − 0.7065 −

2.67 − − − 0.3588
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Рис. 6. Случайная выборка {x1, x2, ..., x50}, сгенерированная в соответствие с логнормальным законом распределения 
( ),0.3,0.03LNf x . Графики зависимостей: J = J(h) (сверху слева), M2(hi) (сверху справа); ( )1

1 ,iM h  ( )2
1 iM h   

(внизу слева); ( )3
1 ,iM h  ( )4

1 iM h  (внизу справа)
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где                   - кусочно-постоянная аппрокси-
мация эмпирической ПР случайной выборки 
{x1, x2, ..., xN}, 

   ( ) ( ) ( )

( ) ( )

emp emp
emp

1

1 ,

N N
N

N
y

i i
i

F y h F y
f y

h

y h x y x
Nh Nh=

+ −
= =

ν
 θ + − − θ − = ∑

 
                                                                                      (13)

здесь vy − количество значений случайной 
выборки {x1, x2, ..., xN}, попавших в интервал  
[y, y+h], обсуждаются в следующем разделе. 

Их выбор обусловлен тем, что исследова-
телю статистических характеристик случай-
ных выборок оказываются доступными ис-
ключительно эмпирические ФР и ПР анализи-
руемых выборок.

Анализ качества аппроксимаций  
Розенблатта-Парзена ПР и ФР случайных 
выборок на основе анализа зависимости 

( )5
1M h

Рассмотрим типичную зависимость 
( )5

1M h  случайной выборки {x1, x2, ..., x50}, 
сгенерированной в соответствие с логнор-
мальным законом распределения 

( ), ,LNf x µ σ  0.3,µ =  0.03σ = , представлен-
ную на рисунке 6. Здесь число интервалов ку-
сочно-постоянной аппроксимации эмпири-
ческой ПР (гистограммы) Ng выбиралось в 
соответствии с правилом правило Стерджеса:

                      [ ]21 loggN N= + ,
где [ ] − целая часть выражения.

Из рисунка 6 видно, что анализируемая 

( )emp
N jf x

Рис. 6. Случайная выборка {x1, x2, ..., x50}, сгенерированная в соответствие с логнормальным законом  
распределения ( ),0.3,0.03LNf x . График зависимости ( )5 5

1 1M M h=

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
0.5
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4.5

зависимость достигает              своего мини-
мального 0.5385 в точке 5

min 0.0176h = . Оценка 
оптимального значения параметра размыто-
сти для данной выборки, вычисленная как 
решение задачи (7), оказалась равной 

0.0156,h∗ =  значения анализируемых зависи-
мостей в выбранных точках ( )5

1 0.9208,M h∗ =  
( )5 5

1 min 0.5385.M h =  Так как ( ) ( )5 5 5
1 1 min ,M h M h∗ >  

качество аппроксимации Розенблатта-Парзе-
на эмпирической ПР для значения 5

minh h=  
выше качества обсуждаемых аппроксимаций 
при h = h*. Соответствующие графики функ-
ций ( )empF x , ( )norm approx 5

min,F x h , ( )norm approx ,F x h∗ , 
( )empf x , ( )approx 5

min,f x h , ( )approx ,f x h∗  представ-
лены на рисунке 7.

Аналогичные свойства имеют аппрокси-
мации Розенблатта-Парзена эмпирических 
ФР и ПР с иными другими ядерными функция-
ми случайных выборок, сгенерированных в 

соответствие с законами распределений, от-
личными от рассмотренными в статье.

Заключение
Результаты проведенных исследований 

особенностей аппроксимации Розенблатта-
Парзена с помощью нормальной ядерной 
функции k(t) ПР и ФР упорядоченных случай-
ных выборок {x1, x2, ..., xn}, сгенерированных в 
соответствие с нормальным и логнормаль-
ным распределениями опровергают устояв-
шуюся точку зрения, рекомендующую ис-
пользовать в качестве оптимального значе-
ния параметра размытости h* решение зада-
чи (7). 

Оценку данного параметра следует нахо-
дить как значение параметра размытости 

5
minh , которое обеспечивает достижение ми-

нимального значения накопленной случай-
ной ошибки разности между эмпирической 

( )5
1M h
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ПР                и аппроксимацией Розенблатта-
Парзена ПР ( )approx ,f x h  анализируемой слу-
чайной выборки {x1, x2, ..., xN}. При этом  
следует проводить проверку с помощью кри-
терия типа Колмогорова-Смирнова статисти-
ческой гипотезы о том, что ( ) ( )emp norm appox 5

0 min: , .H F x F x h=

 При отклонении 
гипотезы H0 в качестве оптимального значе-
ние параметра использовать левую границу 
интервала значений параметра размытости h 
− 6h , на котором гипотеза H0 оказывается 
верной.
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Рис. 7. Графики функций: сверху − 1 − ( )empF x , 2 − ( )norm approx 5
min,F x h ; 3 − ( )norm approx ,F x h∗ ; снизу − ( )empf x , 

2 − ( )approx 5
min,f x h , 3 − ( )approx ,f x h∗

( )empf x
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