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МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
НЕСТАЦИОНАРНЫХ 
ТЕМПЕРАТУРНЫХ ПОЛЕЙ  
ПО РЕЗУЛЬТАТАМ ГРАНИЧНЫХ 
ИЗМЕРЕНИЙ

При анализе технологических процессов и техническом обслуживании систем ши-
роко применяются методы теплового неразрушающего контроля. Применение ма-
тематических методов для обработки результатов температурных измерений 
при тепловом мониторинге работающих систем и механизмов позволяет повысить 
надежность и долговечность оборудования, обеспечить безотказность процесса 
эксплуатации, оптимизировать параметры теплового воздействия на систему. 

В статье рассмотрен метод решения задачи определения внутренних нестацио-
нарных температурных полей объекта, сформированных под влиянием внешнего те-
плового воздействия. Математически процесс теплопереноса представлен обрат-
ной граничной задачей с заданным дополнительным условием, сформированным на 
основании характеристик теплового воздействия на объект. В работе приведен чис-
ленный метод решения задачи, основанный на применении явной конечно-разност-
ной схемы. Точность и устойчивость представленного метода подтверждена ре-
зультатами имитационного моделирования.

Ключевые слова: теплоперенос, обратная задача, численный метод, конечно-
разностная схема, целостность информации, вычислительный эксперимент.
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FIELDS FROM THE RESULTS  
OF BOUNDARY MEASUREMENTS
Thermal non-destructive testing is widely used in the analysis of technological processes 

and maintenance of systems. The application of mathematical methods for processing the re-
sults of temperature measurements during thermal monitoring of operating systems and 
mechanisms allows to increase the reliability and durability of equipment, ensure the safety of 
the operation process, optimize the parameters of thermal effects on the system.
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Введение
При диагностике работающих систем и 

механизмов, управлении технологическими 
процессами термообработки необходимо га-
рантировать достоверность информации о 
внутреннем тепловом состоянии объектов. 
Источником этой информации являются тем-
пературные измерения, полученные вблизи 
поверхности объекта, подвергающегося тер-
мообработке. Актуальной является задача 
разработки высокоточных и устойчивых ме-
тодов для определения температуры вo вну-
тренних тoчках объекта по результатам изме-
рений вблизи поверхности. 

Математическая модель процесса тепло-
передачи, при котором информация о внутрен-
нем тепловом состоянии объекта определяется 
по результатам граничных измерений, относит-
ся к классу обратных задач. Теория обратных 
задач теплопереноса, ориентированная на вос-
становление неизвестных характеристик не-
стационарных тепловых процессов, является 
актуальным направлением современной те-
плометрии.  Обратные задачи, связанные с про-
цессами теплопереноса, изучали О. М. Алифа-
нов, Е. А. Артюхин, Л. А. Коздоба, Ю. М. Мацеви-
тый и многие другие исследователи [1–8]. Сре-
ди последних работ следует отметить труды 
А.Н. Дилигенской [9,10], Н.М. Япаровой [11].

Основной проблемой обратных гранич-
ных задач является зависимость погрешно-
сти численных решений от уровня шума в ис-
ходных данных. Применение к их решению 
классических методов приводит к неустойчи-
вым решениям и искажению информации о 
тепловом состоянии объекта. Для повыше-
ния устойчивости решений такого рода задач 
используют методы регуляризации.  

Разработке численных методов на основе 
регуляризующих алгоритмов для обратных 
задач, представленных интегральными урав-
нениями, посвящены работы А.С.  Апарцина, 
В.В. Васина, А.Н. Тихонова, А.Г. Яголы и других 
исследователей [12–16]. 

Численные методы, основанные на явных 
и неявных конечно-разностных схемах, пред-
ставлены в работах П. Н. Вабищевича, А.А. Са-
марского, В. И. Васильева [17–21].

Постановка задачи
В статье рассматривается задача опреде-

ления нестационарных температурных полей 
во внутренних точках изотропного тела, не 
содержащем внутренних источников тепла. 
Формирование полей происходит под влия-
нием внешнего теплового воздействия. Кон-
тролировать влияние этого воздействия 
можно путем проведения тепловых измере-
ний вблизи поверхности. Согласно требова-
ниям к процессу теплопереноса, тепловые 
потоки в теле распределяются равномерно 
во всех направлениях и зависят только от 
времени, также не допускаются резкие скач-
ки температурных градиентов и существен-
ные изменения основных характеристик ма-
териала объекта. 

Для построения математической модели 
процесса теплопереноса введем следующие 
обозначения. Пусть функция u(x,t) определя-
ет значение температуры в точке x в текущий 
момент времени t. К началу процесса темпе-
ратура во всех точках объекта была одинако-
вой, поэтому полагаем, что u(x, 0)=С. По изме-
ренным температурам на поверхности фор-
мируем функцию  (t)=u(0,t), а по измерениям 
температуры в точке наблюдения х0 форми-
руем функцию g(t)=u(x0,t). Пусть L – расстоя-
ние от поверхности тела до контрольной точ-
ки. Требуется определить температуру тела 
u(L,t)=ψ(t) в контрольной точке А, а также 
вдоль линии, соединяющей точки О и А.  
Рис. 1.

Рассматриваемый процесс теплоперено-
са математически представим параболиче-
ским уравнением 

                      ut=auxx, x∈(0, L), t≥0,                      (1)
граничным и дополнительным условиями

u(0,t)= (t), u(0,t)= (t), u(x0,t)= g(t), t≥0   (2)
а также начальным условием

The article is devoted to a method for determining internal non-stationary temperature 
fields that are formed in object under the external thermal action. The heat transfer issue is rep-
resented by an inverse problem for a one-dimensional parabolic equation with initial, bound-
ary condition and additional condition that are formed on the basis of the characteristics of the 
thermal effect on the object. We propose a numerical method for solving the inverse problem. 
This method based on the use of finite-difference inexplicit scheme. The accuracy and stability 
of the proposed method are confirmed by computational experiment results.

Keywords: heat transfer, inverse problem, numerical method, finite-difference scheme, in-
formation integrity, computational experiment.
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                           u(x,0) = C, x ∈ [0, L].                    (3)
В задаче требуется найти значение темпе-

ратуры в контрольной точке
                              u(L,t) = ψ(t)                             (4)

и, на основе полученной функции ψ(t), спрог-
нозировать температурные значения во вну-
тренних точках OА. 

При формировании граничного и допол-
нительного условий задачи необходимо учи-
тывать шум, который неизбежно возникает в 
результатах измерений. Ситуацию наличия 
шума представим следующим образом: пусть 

0 и g0 – истинные значeния температуры на 
поверхности объекта и в точке наблюдения. 
Зашумленные значения в рассматриваемых 
точках обозначим как ϕδ и gδ соответственно, 
при этом { }0 0max  , g gδ δϕ ϕ δ− − ≤ , где δ >0 
уровень погрешности датчиков измерений, 
определяющий дoпустимый уровень откло-
нения данных. Таким образом, учитывая по-
грешности в исходных данных, неизбежно 
возникающие при измерениях, получаем за-
дачу определения температурной функции  
uδ (L,t) по зашумленным значениям δ, ϕδ, gδ и 
определения температуры uδ (x,t) вo внутрен-
них точках oбъекта. 

Вычислительная схема метода
Для построения вычислительной схемы 

используем идею, предложенную в работе 
П.Н. Вабищевича [22]. Следуя этому подходу, 
построим неявную конечно-разностную схе-
му. 

Для решения задачи (1)–(4) введем в об-
ласти [0, L]×[0, T] сетку с равноотстоящими 
узлами (xi, tj):
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Дискретные аналоги фyнкции u(x,t):
                          ,( , )i j i ju x t u= ,
                          (0, )j ju t ϕ= ,

                   ,0( ,0)i iu x u C= = ,
                       ( , )j ju L t ψ= .
Пусть точка х0 является узлом сетки по 

пространственной переменной с номером r, 
т.е. x0 = rhx тогда 

                   0 ,( , )j r j ju x t u g= = .                  (5)
Построим конечно-разностную аппрок-

симацию уравнения (1), используя четырех-
точечную разностную схему.  При фиксиро-
ванном j на каждом временном слое получа-
ем следующее уравнение: 
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Для проведения дальнейших вычисле-
ний введем следующие обозначения:
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Тогда уравнение (6) примет вид:
1, 1 , 1 1, 1i i j i i j i i j iAu B u C u D− + + + ++ + = , 

,
i = 1, 

..., N -1.                                                                           (8)
Согласно подходу, предложенному в [22], 

сеточный аналог температурной функции 
u(x,t) в точке (xi,tj) представим с помощью двух 
вспомогательных функций в следующем виде 

, , ,i j i j j i ju y zψ= + ⋅ , 0, ,i N=  .        (9)
При i=N имеем , , ,N j N j j N ju y zψ= + ⋅  

и, учитывая граничное условие ,N j ju ψ=  за-
дачи (1) – (4), получим , 0N jy =  и , 1N jz = .

Подставляя выражение (9) в уравнение 
(8), получим следующие cистемы yравнений: 

1, 1 , 1 1, 1

,

, 1, , 1,

0
i i j i i j i i j i

N j

A y B y C y D i N

y
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A z B z C z i N

z
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где коэффициенты Ai , Bi , Ci , Di определяются 
по формулам (7).

Рис. 1. Измерение температурных функций.
Температурные датчики расположены в точках O и х0
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Решая системы методом прогонки, опре-
делим на каждом j-ом временном слое сеточ-
ные функции yi,j и zi,j при i = 1, ..., N. 

Подставляя в равенство (9) конечно-раз-
ностный аналог дополнительного условия в 
узле сетки xr, получим равенство gj = yr,j+ ψj • zr,j. 
Тогда дискретный аналог температурной 
функции в контрольной точке определим по 
формуле ,

,

j r j
j

r j

g y
z

ψ
−

=  для всех j = 1, ..., M при 
условии zr,j ≠ 0. 

Вычислительный эксперимент
С целью проверки точности и устойчиво-

сти предложенного способа определения 
температурных полей объекта из поверх-
ностных измерений проводился вычисли-
тельный эксперимент. В ходе эксперимента 
выполнялось сопоставление решений, полу-
ченных с помощью предложенного алгорит-
ма с тестовыми значениями, сформирован-
ными на основе имитационного моделирова-
ния, а также были получены эксперименталь-
ные оценки погрешностей метода. Вычисли-
тельный эксперимент включает следующие 
этапы:

1. Формируем тестовые значения функ-
ции u(x,t) в узлах сетки (xi, tj) следующим об-
разом. Полагая, что температурная функция 
ψ(t) нам известна, с помощью неявной схемы 
находим численное решение прямой задачи:

       ( ),  0, ,   0t xxu au x L t= ∈ ≥ ,           (10)
    ( ) ( ) ( ) ( )0, ,   , ,    0u t t u L t t tϕ ψ= = ≥ ,  (11)

                            u(x,0) = C, x( ) [ ],0 ,  0,u xÑ x L= ∈[0,L].                     (12)
Далее моделируем дискретный аналог 

функции g(t) по формуле g(ti)= u(xr , ti).
Затем вводим аддитивный шум в 

исхoдные данные:  
     gδ (ti)= g(ti)+ηδ( ti), (0, )j ju t ϕ= δ (tj)= (0, )j ju t ϕ= (tj)+µδ( tj),

где ηδ(ti) и µδ( tj) являются случайными величи-
нами, распределенными равномерно на  
[-δ, δ].

2. На основании предложенного числен-
ного метода находим решение ψδ(t) задачи 
(1)–(3).

3. Оцениваем погрешности определения 
температуры c пoмощью функции 

( ) ( ) ( )t t tδψ ψ∆ = − , вeличин 
[0, ]

max ( )
t T

tψ
∈

∆ = ∆  

и 

[0, ]
max ( )

t T
t

ψ
ψε ψ

∈

∆
= .

4. Определяем тепловое поле uδ(х, t) во 
внутренних точках линейного объекта на ос-
нове температурной функции ψδ(t). 

Вычислительный эксперимент проводил-
ся при следующих данных: L=1, T=6000 c, u(x, 
0)=50oC, коэффициент температурoпровод-
ности a=1.

Результаты вычислительного экспери-
мента 

Приведем результаты вычислительного 
эксперимента, проведенного для следующих 
типов тестовых функций:

1) смоделируем распределение темпера-
туры в точке на поверхности объекта функци-
ей φ1(t) = 45+1500t(e-t-e-3), а в контрольной точ-
ке – функцией ψ1(t) = 45+750te-t;

2) смоделируем распределение темпера-
туры в точке на поверхности объекта функци-
ей φ2(t) = 60+2400e-2,3tln (t+1), а в контрольной 
точке – функцией ψ2(t) = 60+2000e-2,8tln(t+1).

B таблице 1 представлены результаты 
имитационного моделирования для первой 
модели теплопереноса с тестовыми функция-
ми φ1(t) и ψ1(t) при различных способах выбо-
ра точки наблюдения х0 и различных значени-
ях погрешностей исходных данных.

Таблица 1
Экспериментальные оценки погрешностей температурных функций для модели 1

Точка наблюдения Погрешность исходных 
данных, δ

Погрешности вычислений

ψ∆ ψθ

х0=0,1∙L
0,01 118,2624 0,3685

0,05 397,5678 1,2389

0,1 560,5154 1,7466

х0=0,8∙L
0,01 23,1770 0,0722

0,05 29,1066 0,0907

0,1 35,6682 0,1111
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Функция погрешности определения 
температyры для модели 1 представлена на 
рис. 2. Графики тестовой функции ψ1(t) и чис-
ленного решения ψδ(t) задачи (1)–(4) приведе-

ны на рис. 3. На рис. 4 построены поверхно-
сти uδ(х, t), соответствующие температурным 
полям в линейном объекте, сформирован-
ным на основе численных решений ψδ(t).

Рис. 2. График функции температурной погрешности ( )t∆  для модели 1
а) при х0=0,1∙L, б) при х0=0,8∙L

Рис. 3. График численного решения и тестовой функции для модели 1
а) при х0=0,1∙L, б) при х0=0,8∙L

а) б)

а) б)

B таблице 2 представлены результаты вы-
числительного эксперимента для второй мо-
дели теплопереноса с тестовыми функциями 

φ2(t) и ψ2(t) при различных способах выбора 
точки наблюдения х0.

Функция погрешности определения 

Рис. 4. Распределение температуры внутри линейного объекта для модели 1
а) результаты моделирования температуры при х0=0,1∙L, 
б) результаты моделирования температуры при х0=0,8∙L

а) б)
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температyры для модели 2 представлена на 
рис. 5. Графики тестовой функции ψ2(t) и чис-
ленного решения ψδ(t) задачи (1)–(4) приведе-
ны на рис. 6.  На рис. 7 построены поверхно-

сти uδ(х, t), соответствующие температурным 
полям в линейном объекте, определенным 
на основе граничных условий, найденных 
предложенным численным методом.

Таблица 2
Экспериментальные оценки погрешностей температурных функций для модели 2

Точка наблюдения Погрешность исходных 
данных, δ

Погрешности вычислений

ψ∆ ψθ

х0=0,1∙L
0,01 98,5247 0,3438

0,05 544,2646 1,8994

0,1 861,1171 3,0051

х0=0,8∙L
0,01 28,7040 0,0935

0,05 38,9877 0,1360

0,1 57,7243 0,2014

Рис. 5. График функции температурной погрешности ( )t∆  для модели 2
а) при х0=0,1∙L, б) при х0=0,8∙L

Рис. 6. График численного решения и тестовой функции для модели 2
а) при х0=0,1∙L, б) при х0=0,8∙L

а) б)

Результаты вычислительного экспери-
мента свидетельствуют об устойчивости 

предложенного метода определения темпе-
ратуры.  В ходе эксперимента выявлена зави-

а) б)
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симость оценки погрешностей температур-
ных функций от выбора точки х0. Погреш-
ность уменьшается при удалении точки на-
блюдения от граничной точки О линейного 
объекта. 

Заключение
В данной работе рассмотрена задача 

определения внутренних нестационарных 
температурных полей, сформированных под 
влиянием внешнего теплового воздействия. 
Учитывая характеристики теплопереноса, ма-
тематически процесс представлен обратной 
граничной задачей для параболического 
уравнения с известными вблизи границы 

температурными функциями. Численное ре-
шение задачи определения температуры ос-
новано на применении неявной конечно-
разностной схемы.  

Результаты вычислительного экспери-
мента, проведенного на основе имитацион-
ного моделирования, подтверждают точ-
ность и устойчивость представленного чис-
ленного метода определения температурных 
функций внутри объекта. В ходе эксперимен-
та выявлено уменьшение отклонений темпе-
ратурных значений, полученных численным 
методом от тестовых при удалении точки на-
блюдения от поверхности объекта. 

Рис. 7. Распределение температуры внутри линейного объекта для модели 2
а) результаты моделирования температуры при х0=0,1∙L, 
б) результаты моделирования температуры при х0=0,8∙L

а) б)
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